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Diferensiyel Denklemlerle ilgili Temel Bilgiler 

Soru 1 : Aşağıdaki diferensiyel denklemlerin adi-kısmi olup olmadığını, mer- 
tebesini, lineer olup olmadığını, lineer is katsayısının türünü belirtiniz. 

d 2 y o 
a) -—r + x y — xe x = 0 
dx z 

h) — + 2— - — - 2y = 0 

dx 3 dx 2 dx 

, fdr\ 3 [¥r 



d 2 u d 2 



u 



^ dx 2 dy 2 
d 2 y d 3 y 

e) â? + a? + Ism!/ = 0 



h) y" + xy = sin y" 

• \ d 2 y dy . 
1 )^ + -+ y smx = 0 

Çözüm : 

a) 2. mertebeden, değişken katsayılı lineer adi diferensiyel denklem. 

b) 3. mertebeden, sabit katsayılı lineer adi diferensiyel denklem. 

c) 2.mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem. 

d) 2. mertebeden, sabit katsayılı lineer kısmi diferensiyel denklem. 

e) 3. mertebeden, lineer olmayan kısmi diferensiyel denklem. 

f) 4. mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem. 

g) 1. mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem. 

h) 2. mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem. 

i) 2. mertebeden, değişken katsayılı lineer kısmi diferensiyel denklem. 

Soru 1 : (y — c\) 2 + (x — C2) 2 = 1 denklemindeki sabitleri yok ederek diferensiyel 
denklem oluşturunuz. 

Çözüm : Denklemin x değişkenine göre iki kez türevini alalım. 

2(y-c 1 )y' + 2(x-c 2 ) = 0 
2y'y' + 2{y- Cl )y" + 2 = 0 

olur. Son denklemden c\ sabitini yalnız bırakırsak, 

l + {y'f + yy" 

Cl = Tı 

y" 
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olur. Bu ifadeyi birinci türevde yerine yazıp C2 yi bulalım. 2 yy — 
2 (x — C2) =0 eşitliğinden 



1 + (yf + yy' 



y 



1" 




C2 = 



-y' - {y' f + xy' 



y 



bulunur. c\ ve C2 sabitlerini ilk denklemde yerine yazalım. 



eşitliğinde gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, 



diferensiyel denklemi elde edilir. 



Aşağıdaki denklemlerdeki sabitleri yok ederek diferensiyel denklem 
oluşturunuz. 

a) y = c\e~ 2x + C2e 3x 



c) y 2 = 4cx 

d) y = x 2 + c\e x + c 2 e 3x 

e) y = c\e 2x cos ?>x+C2e 2x sin 3x 
Cevaplar : 

a) y" -y'-6y = 0 

b) (x 2 - y 2 ) dx + 2xydy = 0 

c) 2xdy — ydx = 0 

d) y" - hy' + 6y = 6x 2 - 10x + 2 

e) y" - Ay 1 + 13y = 0 




(ı + (y') 2 ) +(y / + (y') 3 ) =y' 



ALIŞTIRMALAR 



b) (x - c) 2 + y 2 = c 2 
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Tam Diferensiyel Denklemler 



Soru 1 : 2xydx + (x 2 + cosy) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : M = 2xy ve N = x 2 + cos y olduğundan, — — = 2x = —— olduğundan denklem 

oy 0x 

bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayısıyla öyle bir U (x, y) fonksiyonu vardır ki, M = 

9U n Ar dU 2 ... 
— — = 2xy ve 7V = — — = x + cos y dır. 
Ox oy 

dU 

—— = 2xy eşitliğini x değişkenine göre integre edersek, U (x, y) = x 2 y + ıp (y) elde edilir. 
Ox 

dU 

Ayrıca, — — = x 2 + ip' (y) = x 2 + cos y eşitliğinden ip' (y) = cos y ve ip (y) = sin y + c\ elde 
oy 

edilir. Böylece, U (x,y) = x 2 y + s'my + c\ = C2 ve istenen genel çözüm x 2 y + siny = c 
olarak bulunur. 

, = xy 2 - 1 \ 

Soru 2 : ^ 1 — x 2 y > diferensiyel denklemini çözünüz. 

2/(0) = 1 J 
Çözüm : Denklem düzenlenirse 

(xy 2 — l) dx + (x 2 y - l) = 0 

olur. Buradan, M = (xy 2 — l) ve İV = (x 2 y — l) için, 

dM _ 2 ^ _ dN 
dy " dx 

olduğundan denklem bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayısıyla öyle bir U (x, y) fonksiy- 
onu vardır ki, 

M = ~dx~ = ( Xy ~ ^ Ve N = ~dy~ = y " ^ 
'dir. = (xy 2 — l) eşitliği x 'e göre integre edilirse, 



dx 

f 

<9x 



2 2 

ve C/ (x, y) = — x + </? (y) = c bulunur. 

öf/ 

Ayrıca, İV = — — = (x 2 y — l) olduğu göz önüne alınırsa, yx 2 + ip' (y) = yx 2 — l eşitliğinden, 
oy 

¥>' (u) = ~~ 1 ve V 9 (y) = — 2/ + c bulunur. Böylece, 

x 2 y 2 

U(x,y) = — x-y = c 
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elde edilir, y (0) = 1 'den x = 0 ve y = 1 yerine yazılırsa, c = — 1 bulunur. O halde 
denklemin çözümü 

x 2 y 2 

-g--x-y + l = 0 

olur. 

dr r 2 sin 0 f 
Soru 3: dO ~ 2rcos0 — 1 f diferensiyel denklemini çözünüz. 

0(2) = 7T J 

Çözüm: (2rcos0 — 1) dr — (r 2 sin 0) d0 = 0 denkleminde M = (2rcos0-l) ve f = 

— (r 2 sin 0) için 

ÖM dN 
' W = - 2rSme= "dr 

olduğundan denklem bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayısıyla öyle bir U (r, 9) fonksiy- 
onu vardır ki, 

dU dU 
M = —- = (2r cos 9 — 1) ve N = — — = — (r 2 sin 9) 
ör o9 

dU 

'dir. -ğ- = (2rcosö — 1) eşitliğini r 'ye göre integre edersek, 
c)XJ 

f -ğ-dr = f (2r cos 9 — 1) dr ve U (r, 0) = r 2 cos 0 - r + (0) = c 

bulunur. Ayrıca, İV = = — (r 2 sin 0) olduğu göz önüne alınırsa, — r 2 sin 0 + ip' (0) = 

— (r 2 sin0) eşitliğinden, ip' (0) = 0 ve ip (9) = c bulunur. Böylece, 

U (r, 0) = r 2 cos 9 — r = c 

elde edilir. 0 (2) = ir 'den r = 2 ve 0 = ir yerine yazılırsa, c = — 4 — 2 = — 6 bulunur. O 
halde denklemin çözümü 

r 2 cos 0 — r + 6 = 0 



olur. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki tam diferensiyel denklemleri çözünüz 

a) 3x (xy - 2) dx + (x 3 + 2y) dy = 0 

b) (2x 3 - xy 2 - 2y + 3) dx - (x 2 y + 2x) dy = 0 

c) (2xy — y) (ix + (x 2 + x) ciy = 0 
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d) [2x + y cos {xy)\ dx + x cos (xy) dy = 0 

e) (r + sin 9 — cos 9) dr + r (cos ö + sin 6) d9 = 0 

f) [2xycos (re 2 ) — 2xy + l] dx + [sin (x 2 ) — x 2 ] dy = 0 

g) (sin 6* - 2r cos 2 6>) dr + r cos ö (2r sin 6 + 1) <i<9 = 0 

h) (2xy — tan y) dx + (x 2 — x sec 2 y^J dy = 0 

i) (u> 2 + u> z 2 — z) dw + (z 3 + u> 2 z — w) dz = 0 

j) 

Cevaplar : 

a) x 3 y — 3x 2 + y 2 = c 

b) x 4 — x 2 y 2 — Axy + 6x = c 

c) y (x + l) 3 = cx 

d) x 2 + sin (xy) = c 

e) r 2 + 2r (sin 6 — cos 6) = c 

f) y [sin (x 2 ) — x 2 ] = c — x 

g) r sin 9 — r 2 cos 2 # = c 

h) x 2 y — x tan y = c 

i) (w 2 + z 2 ) 2 = 4wz + c 
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Ayrılabilir Diferensiyel Denklemler 



dy 

Soru 1 : cosy— — \-2x — 2xs'my = O diferensiyel denklemini çözünüz. 

dx 

dy 

Çözüm : cos y- — h 2x (1 — s'my) = 0 denkleminin her tarafını cosy ile bölersek, 
dx 

dy = ^ (1 -siny) 
dx cos y 



ve düzenlersek 

cosy 



-dy + 2xdx = 0 



1 — sin y 

ayrılabilir dif. denklemi elde edilir. Buradan, 

— İn 1 1 — sin y | + x 2 + c = 0 

eşitliğinden 



1 — siny = e x ' 2+c 



bulunur. 



Soru 2 : (xy + 2x + y + 2) dx + (x 2 + x) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : Katsayıları çarpanlarına ayırırsak, (x + 1) (y + 2) dx + (x + 1) xdy = 0 elde edilir. 
Buradan, aynı değişkeni içeren ifadeleri bir araya getirmek için her tarafı (y + 2) (x (x + 1)) 
ile bölersek, 

x y + 2 

elde edilir. Bu denklemin integre edilmesiyle İn \ x\ + İn |y + 2| = İne veya x (y + 2) = c 
bulunur. 

Soru 3 : — ^ = (x + y + l) 2 diferensiyel denklemini çözünüz. 

dx 

„.. .. dy du dit o 

Çozum :x + y + l = uvel + — = — donusumu ile denklem — = u + 1 olur. Bu 

ax ax ax 

ayrılabilir diferensiyel denklemdir. — ^ du = dx 'in integre edilmesiyle aretanu = x + c 

u A + 1 

ve buradan aretan (x + y + 1) = x + c veya tan (x + c) = x + y + l elde edilir. 

Soru 4: sin x cos ycix + cos x sin ydy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm 4 : Bu denklemin bir tam diferensiyel denklem olduğu görülerek çözülebilir. Fakat, 
aynı zamanda bu denklem bir değişkenlerine ayrılabilir diferensiyel denklemdir. Gerçekten 
her tarafı cos x cosy ile bölersek, 
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smx smy 

dx H dy = 0 

cos x cos y 

elde edilir. Bu denklemin integre edilmesiyle — ln|cosx| — ln|cosy| = — ln|c| veya 
cos x cos y = c elde edilir. 

Soru 5 : y 1 = y/2x + y + 1 diferensiyel denklemini çözünüz. 

dy du du du . _ . 

Çozum 5 : 2x+y + l = u, 2 + — = — donusumu ile, 2 = 2-yAi veya — = 2 (y« + 1) 

ax ax ax dx 

1 



elde edilir. Bu değişkenlerine ayrılabilen bir diferensiyel denklemdir. J ^— — - eht = J 2<ix 

integralini hesaplayalım. Bunun için + 1 = z , — = <iu = dönüşümünü uygulayalım. 
Buradan, 

f -J = 2 f ^^cfe = 2 f f 1 - dz = 2 (z - hız) 



olduğu görülebilir. O halde, 2 (z — İn z) = 2x + c eşitliğinde z = y/2x + y + 1 + 1 yerine 
yazılırsa, 

2 (y2x + y + 1 + 1 - İn (y/2x + y + 1 + l)) = 2x + c 

elde edilir. 

Soru 6 : y' = cos (x + y) diferensiyel denklemini çözünüz. 

rı - ■■ n dy du du ,v..,, ı , 

Vozum o:x + y = ?x,l + — - = — donusumu ile, 1 = cos u değişkenlerine ayrılabilen 

dx dx dx 
diferensiyel denklem elde edilir. Buradan, 

r du r 

= dx 

J 1 + cos u 

eşitliğinden, f = x + c bulunur. Şimdi, f integralini hesaplayalım, 

1 + cos u 1 + cos u 

ı 9 u ı ı.v. • ı n ı r du „ du u 

bunun ıcm cos u = 2 cos z 1 özdeşliğim kullanırsak, = w ve - = v 

2 ' J l + cosn J 2cos 2 ^ 2 

dönüşümü ile 

r du r dv 

I ît = q = tan v 

2 cos 2 | cog2 v 

olur. 

x "I - y 

Böylece, tan v = x + c veya tan — - — = x + c elde edilir. 

Soru 7 : y' = tan (x + y) diferensiyel denklemini çözünüz. 

„.. .. dy . . 

C^ozum : x + y = u, 1 + — - = — donusumu ile denklemimiz 

ax dx 
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du 

1 = tan u 

dx 



olur. Buradan 

du 



= dx 
tanu + 1 



vc 



r du 

X + c = - 

J tanu, + 1 

bulunur .Sağ tarafın integrali 

tan u = v , (l + tan 2 u) du = dv 



dönüşümü ile 



„ du „ dv 

^ tanu + 1 ~~ ' {v + 1) {v 2 + 1) 



olur. 



A Su + C 



v+1 u 2 + l (v + 1) (f 2 + 1) 

ifadesinden A = 1/2, B = —1/2 ve C = 1/2 bulunur. Böylece, 

1 r dv 1 r v — 1 1 1 r 2-uch; 1 r 

x + c = - I I —s dv = - m (u + 1) / — = 1 — / — = 

2 J v + 1 2 J u 2 + 1 2 v ^ 7 4 J t> 2 + 1 2 J u 2 + 1 



+ 1 2 J v z + 1 2 v ' 4 J ^ + 1 2 J ^ + 

x + c = - İn (v + 1) İn (u 2 + l) H — arctan u 

2 4 v 7 2 



ve v = tan (x + y) ifadesini yerine yazarak 

x + c = ^ İn (tan (x + y) + 1) — ^ İn (tan 2 (x + y) + l) + ^ arctan (tan (x + y)) 

genel çözümü bulunur. 

dy y (y^ — x 2 — l) 

Soru 8 : — = — f^, k f diferensiyel denklemini x = r cos 6 ve y = r sin 9 

dx x [y A — x + 1) 

dönüşümü yaparak çözünüz. 

Çözüm : x = r cos 9 ve y = r sin ö ifadelerinin diferensiyelini alırsak 

ete = cos 0dr — r sin ödö 
dy = sin 9dr + r cos 9d9 
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olur. Bunları denklemde yerine yazalım. 

sin Odr + r cos OdO _ r sin 9 (( r sin d f ~ ( r cos e f ~ l ) 
cos Odr - r sin BdB r cos e ^ r sin 0) 2 - ( r cos 0) 2 + l) 

sadeleştirmeler yapılırsa 

sin 6>dr + r cos OdO sin ö (r 2 cos 26 + l) 
cos Odr — r sin 6d9 cos 0 (r 2 cos 20 — 1) 

ve buradan 

(sin ödr + r cos 0c20) cos 9 (r 2 cos 26* — l) = sin 6 (r 2 cos 20 + l) (cos Odr — r sin OdO) 
çarpımından 

sin Or 2 cos 0 cos 20cir + r 3 cos 0 cos 20 cos OdO — cos 0 sin 0dr — r cos 2 OdO 
= r 2 sin 0 cos 20 cos 0c2r + sin 0 cos 0dr — r 3 sin 0 cos 20r sin OdO — r sin 2 OdO 

ve buradan 

- sin 20dr + (r 3 - r) cos 20(i0 = 0 

değişkenlerine ayrılabilir diferensiyel denklemi elde edilir. O halde, 

2dr cos 20 ,„ 
= 2——d0 



r 3 — r sin 20 



eşitliğinin intergarsyonu ile, 



, , , „ dr „ dr r . dr 

İn c + İn sin 20 = -2 f h f h f 

r r — 1 J r + 1 



'den 



İn |csin 20| = İn 



r 2 - 1 



veya 



esin 20 



r 2 -l 



bulunur. c2rsin0rcos0 = r 2 — 1 denkleminden x = rcos0, y = rsin0 ve r 2 
olduğundan, 
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c2xy = x 2 + 



genel çözümü elde edilir. 



Soru 9 : y (1 + xy) dx + x (1 — xy) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : xy = u , xdy + yete = dönüşümü uygulayalım. Bu durumda, denklem 



u , . , . . xcfot — ucix 

- (1 + u) dx + a; (1 - u) = = 0 

haline gelir. Bu denklem düzenlenirse, 

u{l + u) dx + (1 — u) (xdu — udx) = 0 
u 2 dx + (1 — u) xdu = 0 

ayrılabilen diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan, 



dx 1 
+ 



u 



du = 0 



x 



<ix (iti du 



+ 



x 



integralini alırsak, 



İn |x| 



İn 



W 



1 



X 






= c + 






X 


= e c+ « 






n 




1 






= e 


y 





İn |n| = c 

1 

u 



genel çözümü elde edilir. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki değişkenlerine ayrılabilir diferensiyel denklemleri çözünüz. 



a) y> = e 2x ~y 



b) 2x (y + l)dx- ydy = 0, y (0) 



c) x 2 yy' 

d) dr = a (cos Odr + r sin öciö) 

e) ye 2x dx = (4 + e 2x ) dy 

f ) y İn x İn yc/x + dy = 0 

g) (1 + İn x) dx + (1 + İn y) dy = 0 

h) (e 2 * + 4) y' = y 



11 



www.matematikce.com 



Cevaplar 

a) 2 e y = e 2x + c 

b) x 2 = y-ln|y + l| +2 

c) x (y + 1) = (1 + cx) 

d) r = c (1 — acos #) 

e) cV = 4 + e 2x 

f) x İn x + İn |ln y\ = x + c 

g) x İn x + y İn y = c 

h) y 8 (1 + 4e- 2 *) = c 2 
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Homojen Diferensiyel Denklemler 



M (x, y) dx+N (x, y) dy = O birinci mertebeden diferensiyel denklemini göz önüne alalım. 
Eğer bu denklemi — — \- g l — ) =0 formunda yazabilirsek bu denklem homojen bir diferen- 



dx \x 

y 

siyel denklemdir. Bu tür denklemleri çözmek için — = u dönüşümü uygulanarak denklem 

x 

ayrılabilen diferensiyel denkleme dönüştürülür. 

(y y\ y 

2xsinh — h3ycosh- ) dx — 3x cosh -dy = 0 diferensiyel denklemini 
x x ' x 

çözünüz. 

Çözüm : Denklem birinci dereceden homojen bir diferensiyel denklemdir. Denklemin her 
tarafını x bölelim ve y = ux, dy = xdu + udx dönüşümünü uygulayalım. Bu durumda 
denklem, 

(2 sinh u + 3u cosh u) dx — 3 cosh u {udx + xdu) = 0 
2 sinh udx — 3x cosh udu = 0 

ayrılabilir diferensiyel denklemine dönüşür. 

2 coshu 

— dx — 3 — - — du = 0 

x smh u 

denklemini integre ederek, 2 İn x — 3 İn (sinh u) = İne veya x 2 = esinh 3 — bulunur. 

x 

Soru 2 : (x — y İn y + y İn x) dx + x (İn y — İn x) dy = 0 
Çözüm : Denklem düzenlenirse, 

x + y İn — ) dx — x İn — dy = 0 

y) y 

veya 

— h m - ax m -ay = 0 

yy) yy 

x 

homojen diferensiyel denklemi elde edilir. — = u , dx = udy + ydu dönüşümü uygulanırsa, 

y 

(u + İn u) {udy + ydu) — u İn udy = 0 
u 2 dy + y (u + İn n) du = 0 



ayrılabilir diferensiyel denklemi elde edilir. 
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y u z 
f - — ^-du = İn I ıx| + f — ^du 

son integralde kısmi integrasyon uygulayalım, lnu = w, -^du = dv, ve — du = dw, — = v 

u z u u 



dönüşümünden 

r İn u r İn u r du İn ti 1 

I — K-du = wv — I vdw = h I — ^ = 

u u 1 u u 

, , u , (u + İn n) , 

olduğundan 1 5 du = 0 ifadesinin mtegrasyonundan 

y u l 

ııı ııı m-u 1 

m y + m \u\ = c 

u u 

x 

veya u = — için 

y 

1 1 35 

xm \x — y m — = cx + y 

y 

genel çözümü bulunur. 

Soru 3 : y\J x 2 + y 2 dx — x (^x + \fx 2 + y 2 ^j dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : Her tarafı x 2 ile bölelim. Bu durumda denklem 



olur. Bu homojen denklemde, y = ux ve dy = xdu + udx dönüşümüyle 

u\fî+u 2 dx - (l + VI + « 2 ) + udx) = 0 
denklemi elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

(l + Vl + u 2 ^ xdu + udx = 0 

veya 

/ 1 Vı + « 2 \ , efe rt 

- + + — = 0 

\ u u I x 
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olur. f 



du integralini hesaplayalım. Bunun için, 1 + u 2 = v 2 , 2udu = 2vdv 



dönüşümü uygulanırsa, 



f — + U du = f ^dv = f V = f dv + f 0 1 - dv 
J u 2 J v 2 - 1 J v 2 - 1 



u 



= v + - ( f -dv — f -dv ) 

2 V v - 1 J v + 1 J 

VI + v? - 1 



1, v-1 /- y 1. 

v + - İn = VI + w 2 + - İn 

2 k> + l 2 



bulunur. Buna göre, diferensiyel denklemin çözümü 



y/l + u 2 + 1 



İn u + \/î + u 2 + - İn 



Vl + u 2 - 1 



vTTü^ + ı 



İn cx 



ve — = u olduğundan, 

x 



İn 



y , 1 /Ti — 2 1 
- + - \Jx z + y z - 

x x 



ln- 


xjx 2 


+ y 2 — x 




\Jx 2 


+ y 2 + x 



İn cx 



bulunur. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki homojen diferensiyel denklemleri çözünüz. 

a) (x 2 — xy + y 2 ) dx — xydy = 0 

b) (xy) dx + (x 2 + y 2 ) dy = 0 

c) (xy) dx — (x 2 + 3y 2 ) dy = 0 

d) (x — y) (4x + y) dx + x (5x — y) dy = 0 



e) 



x esc ( - — y 

x 



dx + xdy = 0 



f) xdy — ydx-\J x 2 — y 2 dx = 0 

g) (x 3 + y 3 ) dx + 3xy 2 dy = 0 

h) ydx = ^x + \/y 2 — x 2 ^j dy 
Cevaplar : 

y 

a) (y — x) ex = c 

b) y 2 (2x 2 + y 2 ) = c 

c) x 2 = 6y 2 ln V - 

c 
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d) x (x + y) 2 = c(y — 2x) 

e) İn 



X 








= cos 


(!) 


c 







■ v 

arcsm — 
e x 



f) CX 

g) x 4 + 4xy 3 

h) arcsin ( — 

\y 



İn 



c 
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dy 
dx 



Lineer Diferensiyel denklemler 



P (ar) y = Q (ar) formundaki lineer diferensiyel denklemlerde 7] = e$ p ( x ) dx inte- 



grasyon çarpanıdır ve genel çözüm 



y = e -J P (x)dx 



f Q(x), 



■J p ^ dx dx- 



((*L*)) 



eşitliğiyle hesaplanabilir. 



Soru 1 . y' = esc x — ycotx diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : y' + y cot x = esc x lineer bir diferensiyel denklemdir. P (ar) = cot x ve Q (x) = 
cscx ifadeleri (*L*) denkleminde yerine yazarsak, 



y = e f cotxdx J cscxef cotxdx dx + c 



eşitliğinden [ cotxdx = f — — dx = İn I sin ar I ve cscx = olduğu gözönüne alnırsa, 

sin a; sinx 



sın x 



f sin xdx + c 

sin x 



sınar 



(ar + c) 



bulunur. 



Soru 2 : 2x (y — x 2 ) dx + dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

dy 

Çözüm : Denklem düzenlenirse, - — h 2xy = 2ar 3 lineer diferensiyel denklemi elde edilir. 

aar 

P(x) = 2x ve Q(x) = 2x 3 ifadelerini y = e" -I ' p ( x ) dx f Q ( x ) e S p{ - x ^ dx dx + c de yerine 
yazarsak, 



y = e 



- J 2xdx 



f 2x 3 e-f 2xdx dx + c =e x fe x 2x 3 dx + c 



bulunur, f e x2 2x 3 dx integralini hesaplayalım. Bunun için ar 2 = s, 2xdx = ds dönüşümyle 
f e x2 2x 3 dx = f e s sds elde edilir. Kısmi integrasyon uygularsak, s = u, e s ds = dv den 
e s = v ve ds = du eşitliklerini yazarsak, 



J udv = uv — f vdu = 
elde edilir. Böylece dif. denklemin çözümü, 



se s — f e s ds = se s — e s 



— T 1 İT 1 T ı 

y = e x e —e + c 
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elde edilir. 



Soru3: +*» = V + 1 

2/(2) = 1 



> diferensiyel denklemini çözünüz. 



Çözüm : Her tarafı y ile bölersek x değişkenine göre lineer — H — = 5 — diferensiyel 

ay y y z 

1 2y 2 + 1 
denklemi elde edilir. P (y) = - ve Q (y) = 7, — olduğundan, 

y y 2 



1 

-J-dy 

x = e y 



2y 2 + ı I - d y 

J — 72 — e ay + c 



x 



ÎT 



J — ^ — ydy + c 



X = 



y 



1 



(y 2 +lny + c) 



bulunur. x = 2 ve y = 1 yazılırsa, 2 = 1 + 0 + c eşitliğinden c = 1 bulunur. Böylece dif. 
denklemin çözümü yx = y 2 + İn y + 1 olur. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki birinci mertebeden lineer diferensiyel denklemleri çözünüz. 

a) ydx + (3x — xy + 2) dy = 0 

b) 2 (y - 4x 2 ) dx + xdy = 0 

c) y' = x — 2y cot 2x 

d) n, m 6 M olmak üzere — = ne ma; 

ax 

e) dy = (x — 3y) dx 
Cevaplar 

a) xy 3 = 2y 2 + 4y + 4 + ce 2 ' 

b) x 2 y = 2x 4 + c 

c) Ay sin 2x = c + sin 2x — 2x cos 2x 

d) y = (nx + c) e mx 

e) 9y = 3x - 1 + ce^ 
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Bernoulli Diferensiyel Denklemi 

Soru 1: (l — x 2 ) y' — xy = axy 2 (a G R) diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : Her tarafı y 2 (l — x 2 ) ile bölersek, 



-2 



dy x _ 1 ax 



y 3z-ı — i9Î/ 



da; 1 — x 2 1 — x 2 



dy du 

Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. = u, —y~ 2 -r = ~r dönüşümü ile 

dx dx 

du ux ax 



dx 1 — x 2 1 — x 2 

veya 

du x (u + a) 
dx 1 — x 2 

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu değişkenlerine ayrılabilir bir dif. denklemdir. Böylece, 

du x , 

H Kdx = U 



u + a 1 — x 

denkleminin integrasyonu ile 

1 



İn \u + al İn İl — x 2 \ = İne 

■ ■ 2 1 1 



veya 

u + a 



c 



olur. y 1 = u yerine yazılarak dif. denklemin çözümü y = ^c\/î — x 2 — olarak bu- 



lunur. 



Soru 2 : siny— = cosy — xcos 2 y diferensiyel denklemini çözünüz. 

dx 

dy du 

Çozum : Öncelikle cosy = u , — smy— = — donusumunu uygularsak, 

dx dx 

— — = u — xu 2 veya - — h u = xu 2 bulunur. Bu denklemin her tarafını u 2 ile bölersek, 
dx dx 

_ 9 du i 
u - — \- u = x 
dx 
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du dv 

Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. O halde u" 1 = v, —u~ 2 — = — 

dx dx 

dönüşümünden, 
dv 

v = — x lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Böylece, 

dx 

v = e -tt-^ dx [/ (-x) ett- r * dx dx + c 
eşitliğinden 

v = e x (— f xe~ x dx + c) 

f xe~ x dx kısmi integrasyon ile x = m, e~ x dx = dn ve dx = dm, —e~ x = n uygulanırsa 
j mdn = mn — j ndm den J xe~ x dx = — xe~ x + e~ x bulunur. Böylece 

v = e x (xe~ x + e~ x + c) 

ve cosy = u, u~ l = v olduğu gözönüne alınırsa 

cos y = (x + 1 + ce x )~ 1 

elde edilir. 

dy 

Soru 3 : 2x 2 coty— = 5x — 3siny diferensiyel denklemini çözünüz. 

dx 

... dy du 

Vozum : smy = u, cosy— = — donusumu uygulanırsa, 

dx dx 

„ odu „ 9 

2x £ — = 5xu — 3u z 
dx 

elde edilir. Her tarafı 2x 2 ile bölersek 

du 5xu 3u 2 
~dx~ + 2x^ 2= 2x 2 

olur. u 2 ile her tarafı bölersek 

_ 2 du 5 _ı 3 
dx 2x 2x 2 

du dv 

Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir, u^ 1 = v, —u~ 2 — = — dönüşümünden, 

dx dx 

dv 5 3 
dx 2x 2x 2 



lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan, 
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5 

— J dx 

v = e 2x 



3 / dx 

I^2 e 2X dx + C 



0 \n\x\ 



-5/2. 



r - e HA a "dx + c 
J 2x 2 



eşitliğinden 



v = x 5 / 2 



/ ^2 X5/2(İX + C 



V = X 



-5/2 



3 2 
2'3 



x 3/2 + c 



-5/2 ( x 3/2 + c ) 



ve (sin y) 1 = u 1 = v den 



(sin?/) 1 = x 1 + cx 5 / 2 



bulunur. 



Soru 4 : 6y 2 dx = x (2x 3 + jy) diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : 

dx x(2x 3 + y) . ete x x 4 . . .... TT r .. . ... 

— = ^ eşitliğinden — = 1 ~ elde edilir. Her taralı x ile bölerek 

ay ojr ay 6y 3y 2 

_ d dx _o 1 1 
dy 6y 3y 2 

dx du 

Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. x~ 3 = u, —3x~ 4 — = — dönüşümüyle 

dy dy 

1 dy u 1 
3 dy 6y 3y 2 



veya 



dy u 1 
dy 2y y 2 



lineer diferensiyel denklemi elde edilir. 



u = e 



dy 

2y 



r 1 1 

J ~7î e 



dy 

2 Vdy + . 



eşitliğinden 



u 



y -l/2 [J y -3/2 dy + c ] = y -l/2 [_ 2y -l/2 + c ] 
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ve x 3 = u eşitliğinden 

x _ 3 = y -l/2 [_ 2 y-l/2 + c ] 

bulunur. 

Soru 5 : y' — 2xy = 2xe a;2 y / y , y (0) = 1 diferensiyel denklemini çözünüz. 

(7T \ 27T 
— J = — diferensiyel denklemini çözünüz. 
3 ' 3 

Soru 7 : yy' + y 2 cot x = esc 2 x diferensiyel denklemini çözünüz. 

dy cos x 1 

Çözüm: y- — hy 2 = — , — denklemi bir Bernoulli diferensiyel denklemidir, y 2 = u, 

dx sin x sin x 

2y— = — dönüşümü ile denklem 
dx dx 

du cos x 2 

— + 2u-. = -^ r - 

ax sm x sın x 

cos x 2 

lineer diferensiyel denklemine dönüşür. P (x) = 2 ve Q (x) = — k — olduğundan, 

smx sin x 



U = e~ J Z sinx ax 



f ^e J 'smx ax dx + C 

sin x 



eşitliğinden 



ti = sin 2 x 



[/ 2dx + 
y 2 sin 2 x = 2x + c 



bulunur. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki verilen diferensiyel denklemlerin çözümünü bulunuz. 

a ) y' = V — xy 3 e~ 2x 

b) y' tan x sin 2y = sin 2 x + cos 2 y 

c) 2x 3 y' = y (y 2 + 3x 2 ) 

d) y' = 1 + 6xe :E ~ ?/ 

e) y (6y 2 — x — l) dx + 6y 3 dx = 0 

a) e 2:E = y 2 (x 2 + c) 

b) (sin 2 x + 3 cos 2 y) sin x = c 

c) y 2 (c — x) = x 3 

d) e x ~y = 3x 2 + c 

e) y 2 (6 + ce _:E ) = x 
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Integrasyon Çarpanının Belirlenmesi 



M (x, y) dx + N (x, y) dy = O diferensiyel denklemi için 
dM dN 



a) — = / (x) , sadece x 'e bağlı bir fonksiyon ise rj = e$ f( x ) dx bir integrasyon 

çarpanıdır. 
dM dN 



b) — = —g (y) , sadece y 'ye bağlı bir fonksiyon ise r] = e$ s(y)dy bir integrasyon 

çarpanıdır. 

c) M (x, y) dx + N (x, y) dy = O denklemi homojen ise r/ = — — — bir integrasyon 

çarpanıdır. 

Soru 1 : (2xy A e y + 2xy 3 + y) dx+ (x 2 y A e y — x 2 y 2 — 3x) dy = O diferensiyel denklemini 
çözünüz. 

dM 



8xy 3 e y + 2xy A e y + 6xy 2 + 1 
Çözüm: °y dN 

— = 2xy 4 e y - 2xy 2 - 3 
dx 

değil. 



— — / — — olduğundan tam diferensiyel 
oy dx 



dM dN o „ 9 A 

-z- = 8xy 3 e y + 8xy 2 + 4 

dy dx 



ve 



dM dN 



dy dx 4 

-g (y) (Sadece y 'ye bağlı bir fonksiyon) 



M y 



O halde, 



jj = e Jg(y)dy = J -ydv = e -41n|y| = J_ 



y 4 



integrasyon çarpanıdır. Denklemi rı = — t ile çarpılırsa, 

( 2x e y + 2- + \)dx + fxV - ^ " 3-^) <*y = O 

V y y ) V ît y 4 / 

tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde öyle bir U (x, y) fonksiyonu vardır ki, 
M 'dir. 



dU_ 
dx 
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U (x, y) = f (2x e y + 2- + \)dx = x 2 e y + — + ^ + <p(y) 

V y y A ) yy 6 

olduğundan, 



o _ X _ X , , , _ _ 

= x 2 e , _ 3 + / = N 
oy y 2 y 4 



eşitliğinden <p' (y) = 0 ve ip (y) = c bulunur. Dolayısıyla, diferensiyel denklemin çözümü 



2 

x 2 e y + — + = c 

y y 6 



bulunur. 



Soru 2 : (x 2 + y 2 + 2x) dx + 2ydy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 
dM \ 

~ö~ = 2 y dM dN 
Çözüm : J> — — / ^— olduğundan tam diferensiyel değil. 



_ q j dy dx 

dx 



dM dN _ ^ 
dy dx 



ve 



dM dN 



du dx 

— — — = 1 = / (x) (Sadece x 'e bağlı bir fonksiyon) 



O halde, 



^ — e J g(x)dx _ e J dx _ e x 

integrasyon çarpanıdır. Denklemi r/ = e x ile çarpılırsa, 

e x (x 2 + y 2 + 2x) dx + 2e x ydy = 0 

tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde öyle bir U (x, y) fonksiyonu vardır ki, 
N 'dir. 

U (x, y) = f 2ye v dy = y 2 e x + ip (x) 

olduğundan, 

^ = y V + ip' (x) = M 
24 
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eşitliğinden 

ip' (ar) = e x (x 2 + 2x) ve ıp(x) = J e x (x 2 + 2x) dx = J e x x 2 dx + / e x 2xdx 

y v ' 

(***) 

olur. (* * *) için x 2 = u, 2xdx = du, e x dx = dv ve e x = v denilirse, 
ıp (x) = f e x (x 2 + 2x) dx = f e x x 2 dx + / e x 2xdx = x 2 e x - f e x 2xdx + / e x 2xdx = x 2 e x 
bulunur. Dolayısıyla, diferensiyel denklemin çözümü 

U (x, y) = y 2 e x + x 2 e x = c 

bulunur. 

Soru 3 : (x 2 y — 2xy) dx + (?>x 2 y — x 3 ) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

dM 2 A \ 

— — = x — 4xy qm gjy 

Çözüm : rKU } — — / — — olduğundan tam diferensiyel değil. Ayrıca 

CJV „ „ 0 | chı ax 



Qxy — 3x 2 

ox 



dy dx 

verilen denklem homojen bir diferensiyel denklemdir. O halde, integrasyon çarpanı 

1 1 1 

^ xM + yN x (x 2 y — 2xy) + y (3x 2 y — x 3 ) x 2 y 2 

olur. Denklemi integrasyon çarpanı ile çarpıp düzenlersek, 

x-2y 3y-x 

dx H k — dy = U 

xy y z 

c)XJ 

tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde öyle bir U (x, y) fonksiyonu vardır ki, -ğ— 
M 'dir. 



U{x,y) = J (- — ) dx = j(---)dx= - -21n|x| + tp(y) 
\ xy J \y x) y 

olduğundan, 



dU _ x 
dy y 



2+ ip'(y)=N 



3 

eşitliğinden ıp' (y) = - ve ıp{y) = 31n|y| bulunur. Dolayısıyla, diferensiyel denklemin 
çözümü 

x 

2 İn \x\ + 3 İn \y\ = c 
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veya 



x 



y 



+ ln 




bulunur. 



ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki diferensiyel denklemler için integrasyon çarpanını buluarak, difer- 
ensiyel denklemi çözünüz 

a) (4xy + 3y 2 — x) dx + x (x + 2y) dy = 0 

b) y (x + y + 1) dx + x (x + 3y + 2) dy = 0 

c) y (x + y) dx + (x + 2y - 1) dy = 0 

a) r/ = x 2 , x 3 (4xy + 4y 2 — x) = c 

b) 7] = y, xy 2 (x + 2y + 2) = c 

c) r] = e x , y (x + y — 1) = ce~ x 
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iki değişkenli Lineer Katsayılı Diferensiyel Denklemlerin 

Çözümü 

Soru 1 :(x + 2y — 4)dx — (2x + y — 5)dy = 0. diferensiyel denklemini çözünüz. 

x + 2y — 4 = 0 1 

Çözüm : _ > denklem sisteminin çözümünden x = 2 ve y = 1 bulunur. 



2x + y - 5 = 0 

Dolayısıyla, x = u + 2 ve y = v + 1 dönüşümü yapılırsa, diferensiyel denklem (u + 2v) du — 
(2u + v) dv = 0 homojen diferensiyel denklemine dönüşür. 

u 

O halde, — = z , du = zdv + vdz dönüşümü yaparsak, 

v 

(z + 2) (zdv + vdz) - (2z + 1) dv = 0 

veya düzenlenirse 

(z 2 - l) + v (z + 2) = 0 
değişkenlerine ayrılabilir diferensiyel denklem elde edilir. Yani, 

dv (z + 2)dz 
w z £ — 1 

olur. Bu denklemi, 

- + — - + — T = o 

f z — 1 2+1 

3 1 

şeklinde yazarsak, A + B = lveA — B = 2 denklemlerinden A = - ve B = — — bulunur. 
O halde integrasyon ile 

3 1 

İn \ v\ + — İn \z — 1| — — İn \z + 1| = İn |c| 

veya 

v ı (z-lf = c(z + l) 

elde edilir, z = — = yerine yazarsak 

v y- 1 

(x-y-lf = c (x + y-3) 

çözümü elde edilir. 

Soru 2 : (2x + 3y — 1) dx + (2x + 3y + 2) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

2x + 3y — 1 = 0 1 

Çözüm : o _ n ı denklem sisteminin katsayıları orantılı olduğundan bu 

doğrular paraleldir ve sistemin çözümü yoktur. Dolayısıyla bir önceki soruda uygulanan 
dönüşüm uygulanamaz. Burada, 2x + 3y = v, 2dx + 3dy = dv dönüşümünü uygulanırsa, 



27 



www.matematikce.com 

. ( dv — 2dx\ 
(v -î)dx + (v + 2)l j = 0 

veya 

(v -7)dx + (v + 2)dv = 0 
ayrılabilir diferensiyel denklemi elde edilir. 

dx + - — - ^ dv = 0 
v - 7 



dx + H ]dv = 0 

x + v + 9 İn \v — 7\ = cı 

olur. Böylece, 

x + y + 3 İn \2x + 3y — 7\ = c 

genel çözümü elde edilir. 

Soru 3 : (2x 3 + 3y 2 - 7) 3x 2 dx - (3x 3 + 2y 2 - 8) ydy = O diferensiyel denklemini 
çözünüz. 

Çözüm : Öncelikle x 3 = u ve y 2 = v dönüşümü uygulayalım. Bu durumda denklem 

(2u + 3v-7)du- (3u + 2v - 8) dv = O 

olur. '^ U ^~ ^° o ^ 1 denklem sisteminin çözümünden, u = 2 ve t> = 1 bulunur. O 



3u + 2v-8 = 0 t 
halde u = m + 2vev = n+ l dönüşümü uygulanırsa, 

(2m + 3n) dm - (3m + 2n) dn = O 

Tn 

homojen diferensiyel denklemi elde edilir. — = z ve dm = zdn + ndz dönüşümünden, 

n 

(2z + 3) (zdn + ndz) - (3z + 2) dn = O 

veya 

2 (z 2 - l) dn + (2z + 3) ndz = O 
ayrılabilir diferensiyel denklemi elde edilir. 

— dn H — ^ dz = O 
n z z — 1 

2 , 1 dz 5 (iz 

-dn - + = O 

n 2 z + 1 2z- 1 
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denkleminin integrasyonu ile 

41n |n| — İn \z + 1| + 5 İn \z — 1| = İn |c| 
u-2 x 3 - 2 

bulunur, z = = — ^ yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

v — 1 y z — 1 

(x 3 - y 2 - l) 5 = c(x 3 + y 2 - 3) 

genel çözümü elde edilir. 

Soru 4 : (x — 2 sin y + 3) dx — (2x — 4 sin y — 3) cos ydy = 0 diferensiyel denklemini 
çözünüz. 

Çözüm : sin y = u , cos ydy = dönüşümü yapılırsa, 

(x - 2u + 3) dx - (2x - 4u - 3) du = 0 

elde edilir. ^ " ^ ^ 1 denklem sisteminin katsayıları orantılı olduğundan bu 
2x-4n-3 = 0J J 6 

, w . . . . . , _ , . du dv 

doğrular paraleldir ve sistemin cozumu yoktur. Bu durumda x — 2u = v , 1 — 2— = — 

dx dx 

dönüşümü uygulayabiliriz. Bu durumda 

(v + 3)dx- (2v -3)du = 0 

2v + 6 du dv 
2— = 1 



denkleminden 



2v — 3 dx dx 



-dv = dx 



dv = 2dx 



4v + 3 
9 

~ 4v + 3 

olur. Bu denklemin integrasyonu ile 

9 

v — - İn \4v + 3| = 2x + cı 
4 

veya 

4v-91n|4t; + 3| = 8x + c 
olur. Başlangıçta yaptığımız dönşümleri gözönüne alırsak 

4 (x - 2 sin y) - 9 İn |4 (x - 2 sin y) + 3| = 8x + c 
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veya 

4x + 8 sin y + 9 İn (4x — 8 sin y + 3) = c 

bulunur. 

Soru 5 : (x — y — 1) dx — (x + 4y — 1) dy = 0 diferensiyel denklemini çözünüz. 

Çözüm : 

2x + y — 1 

Soru 6 : y' = diferensiyel denklemini çözünüz. 

4x + 2y + 5 

ALIŞTIRMALAR 

Aşağıdaki diferensiyel denklemleri çözünüz 

a) (2x — y)dx + (4x + y — 6) dy = 0 

b) (x — Ay — 3) dx — (x — 6y — 5) dy = 0 

c) (x - y + 2) dx + 3ıiy = 0 

d) (x + y-l)dx + (2x + 2y + l)dy = 0 

e) (x -l)dx- (3x - 2y - 5) = 0, y (2) = 1 

a) (x + y-3) 2 = c(2x + y-4) 2 

b) (x-2y-l) 2 = c(x-3y-2) 

c) x + c = 31n \x — y + 5| 

d) x + 2y + c = 3 İn |x + y + 2| 

e) (2y-x + 3) 2 = 9(y-x + 2) 
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Riccati Diferensiyel Denklemi 



y' = A (x) y + B (x) y + c (x) tipindeki diferensiyel denklemlerde y\ bir özel çözüm 

verilirse y = y±-\ — dönüşümü yapılarak genel çözüm bulunur. 

v 



Soru 1 : y'+y 2 — 3y tanx+tan 2 x— 1 = 0 diferensiyel denkleminin bir özel çözümü y = 

tana; ise genel çözümü bulunuz. 

1 dy , 9 , 1 dv 

- ve — = 1 + tan z x) ^ — 

v dx v z dx 



Çözüm: y = tanx H — ve -j^ = (l + tan 2 x) ^— dönüşümünü uygulayalım. Bu du- 



rumda denklem 



(l + tan 2 x) % ^ + tan 2 x + \ + - tan x — 3 tan 2 x — - tan x + tan 2 x — 1 = 0 

v ' m£ fi/ip U U U 



v 2 dx 

olur. Sadeleştirmeler yapılırsa, 



veya 



1 dx 1 

: — I — = tan x 

v dx v 



dv 
dx 



ütanx = 1 



lineer diferensiyel denklemi elde edilir. P (x) = tanx ve Q (x) = 1 olduğundan, 



_ — J ta,nxdx 



v = e 



J e ftanxdx dx + C 



= sm x 



r dx 

I - — + c 

smx 



olur. 



dx 



SİM 



r = r dx = f - 

sin x 1 — cos 2 x 1 — u 2 2 

Buna göre, 



— du 1 r. du 1 r. du 
J 1-u ~ 2 J u + 1 



İn 



1-u 



1 + u 



v = sin x| — - İn 



1 — cos x 



1 + cos x 



+ c 



y — tan x 



bulunur. 

Soru 2: y' = y 2 esc 2 x+y cot x — 1 diferensiyel denkleminin bir özel çözümü y = sinx 

ise genel çözümü bulunuz. 

.. . 1 dy 1 dv 

Çozum : y = smx H — ve — = cosx = — donusumunu uygulayalım. Bu durumda 

v dx v 2 dx 

denklem 



cos x 



1 efo 

V 2 <İX 



sin 2 x + -K, +2 



sm x 



1 / . 1 \ cos x 
-s h sinsi - I — 1 



w / sm x 



v 7 sm x 
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veya 



1 dv 1 2 cos a; 
cos x ^ — = 1 H — s 1 . h cos x H . 1 



v 2 dx 



v 2 sin 2 x v sm x 



v sm X 



olur. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, 



dv ( 2 + cos x s 
+ I — : I v 



dx \ sin x 
lineer diferensiyel denklemi elde edilir. 



sin 2 x 



2 + cosx -1 
P \ x > = T ZTZ — ve Q \ x > = ~7~^2 



sini 



sm x 



olduğundan, 

e' f 2 tin S x X dx = e -f{^ + ^) dx = e -(ln|™x|+In|l-cosx|-lıı|l+oo6a;|) = i 1 + cos X Y 



sm 3 x 



bulunur. O halde, 



(l+cosx) 2 „ —1 sin 3 x 

7) / 7) 7) dx I c 

sin^x [ sm z x (1 + cos x) 



olur. 



— sinx r dw w 3 (l + cosx 



(1 + cosx)^ 
olduğu gözönüne alınırsa, 



w 2 —3 



1 (1 + cos a;) 



y — sm x sın x 



-3 



(1 + cos a;) 



ve v 



y — sm x 



+ c 



veya 



3 (l + cosx) 1 



y — sm x 



sin 2 x 



+ c (1 + cosx) z 



genel çözümü bulunur. 



Soru 3 : y' = — + (3 — cot x)y + y 2 sin x diferensiyel denkleminin bir özel 



sına: 



çözümü y = — ise genel çözümü bulunuz. 



sm x 



Çözüm : y 
denklem 



1 1 dy — cos x 1 dv 



H — ve 



sin x v dx sin x v 2 dx 



dönüşümünü uygulayalım. Bu durumda 
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cos x 1 dv 



sin 2 x v 2 dx s'mx 
veya sağ taraf düzenlenirse 



4 /II 

+ (3 - cot a;) ( - — + -| i 



sın x v 



1 1 

; + - 



sın x v 



sın x 



— cos x 1 dv 5 cot x cot x sin x 
sın x 



v 2 dx v sin x 
olur. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, 

dv 



dx 



+ (5 — cot x) v = — sin x 



lineer diferensiyel denklemi elde edilir. P (x) = 5 — cotx ve Q (x) = — sin a; olduğundan, 



v = e 
v 



— / (5— cot x)dx 



J (-sina;) e I^-^^dx + c 

= e -5x+ln|si na; | (_ sm x ) e 5o;-ln|sinx| da; + fi j 

v = sin xe" 5x [J — e 5x dx + c] 



u = sm xe 



-5x 



a 5x 



+ C 



sm x 



ve u 



y sin x — 1 



olduğu gözönüne alnırsa 



y sin x — 1 5 



+ ce" 



-5x 



genel çözümü elde edilir. 
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Eğri ailelerinin yörüngelerinin denkleminin bulunması 



Soru 1 : 2xyy' = y 2 — x 2 diferensiyel denkleminin integral eğrilerinin ortogonal 
yörüngelerinin denklemini bulunuz. 

Çözüm : y' yerine yazalım. Bu durumda, 2xy = (x 2 — y 2 ) y' homojen diferensiyel 

y> 

denklemi elde edilir. Bu denklemin her tarafı x 2 ile bölünürse 



x 



y 2 \ dy 



x 2 } dx 



, y d y 

olur. - = u , — 

x dx 



du 



u + x— dönüşümü uygulanırsa, 
dx 



2u=(l-u 2 ) (u + z^) 



2u = u + x 



du 



3 9 

u — xu 



du 



dx dx 
du 



u 3 + u = x (1 - u 2 ) , 

' dx 

dx _ (l - u 2 ) du 



x 



u d + u 



ayrılabilir diferensiyel denklem elde edilir. 



1 - u 2 _ A Bu + C _u 2 {A + B) + Cu + A 
u 3 + u u u 2 + 1 u 3 + u 



eşitliğinden C = 0, A = 1 ve B 



(l — u 2 ) du _ du r. 2udu 
J u 3 + u J u J u 2 + 1 



2 olduğu görülür. Dolayısıyla 

İn \u\ — İn \u 2 + 1 = İn 



u 2 + l 



olur. Böylece diferensiyel denklemin genel çözümü 



İn |x| + İn Icl = İn 



u 



u 2 + 1 



u 



veya cx 



u 2 + 1 



'dir. 



Ayrıca, — = u olduğundan genel çözüm c (y 2 + x 2 ) = y olarak bulunur. 

Soru 2 : Kutupsal koordinatlarda verilen r 2 = 2c 2 cos 20 lemniskat ailesinin or- 
togonal yörüngelerinin denklemini bulunuz. 

Çözüm : Öncelikle r 2 = 2c 2 cos 29 denkleminden sabit sayıyı yok ederek bu eğri ailesinin 
diferensiyel denklemini oluşturalım, bunun için türev alırsak, 
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2rr' = —4c 2 sin 20 ve c 2 



2 sin 20 

ifadesi r 2 = 2c 2 cos 26 denkleminde yerine yazılırsa, 



r' 

cos 20 



sin 20 

veya 

r' — sin 26 



r cos 26 

diferensiyel denklemi elde edilir. Kutupsal koordinatlarda verilen eğrilerin ortogonal 

_ r 2 

yörüngelerinin denklemini bulmak için r' yerine — — yazılır. O halde 

r 

— - = - tan 26» 
rr 

- t = tan 26 

r 

— = cot 26d6 

r 

2 İn \r\ = İn |sin2ö| + 2 İn |c| 
r 2 = c 2 sin 26 

olarak bulunur. 
ALIŞTIRMALAR 

1. Aşağıdaki dik koordinatlarda verilen eğri ailelerinin ortogonal 
yörüngelerinin diferensiel denklemlerini bulunuz. 

a) y 2 = cx 3 

b) x = ce y2 

c) x 2 — y 2 = cx 

d) y 2 = — 

a — x 

e) y = c\ (sec x + tan x) 

2. Aşağıdaki kutupsal koordinatlarda verilen eğri ailelerinin ortogonal 
yörüngelerinin diferensiel denklemlerini bulunuz. 

a) r = a (1 + cos 6) 

b) r = a cos 2 6 

c) r 2 = asm.26 

d) r 2 cos 20 = cı 

e) r = a (l + sin 2 0) 
Cevaplar 
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1. a) 2x 2 + 3y 2 = m 2 

b) y = c\e~ x 

c) y (y 2 + 3x 2 ) = a 

d) (x 2 + y 2 ) 2 = b(2x 2 + y 2 ) 

e) y 2 = 2 (c2 — sinx) 

2. a) r = 6(1 - cosö) 

b) r 2 = bsınO 

c) r 2 = 6cos 20 

d) r 2 sin 20 = C2 

e) r 2 = b cos 6 cot ö 
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Clairaut Diferensiyel Denklemi 

Soru : y = xy' + (y 1 ) 2 — 2y' + 1 diferensiyel denklemini çözünüz. 
Çözüm : y' = p yazılırsa, 

y = xp + p 2 — 2p + 1 = xp + (p — l) 2 (*) 

olur. Türev alınırsa 

p = p + xp' + 2 (p — 1) p' 
p'[x + 2(p- 1)] = 0 

olur. 

i) p' = 0 ise p = c olur Bu (*) da yerine yazılırsa, 

y = cx + (c - l) 2 

doğru ailesi bulunur. (Genel çözüm) 

ii) [x + 2 (p — 1)] = 0 ise x = 2 (1 — p) ifadesi (*) 'da yerine yazılırsa 

y = 2p(l - p) + (p - l) 2 = -p 2 + 1 




denklemlerinden p yok edilerek 



(x-2) 2 +4(y-l) =0 
parabol ailesi bulunur. (Tekil çözüm) 



Devam Edecek 
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